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Постановка задачи



















ẋ = uxε − µx, x(0) = x0,

J [u] =

+∞
∫

0

e−νt(1− u)xε dt→ max
u(·)

.
(1)

◮ x — фондовооружённость

◮ u(t) ∈ [0, 1] — доля капиталовложений от производственного
выпуска

◮ µ > 0 — коэффициент амортизации производственных
фондов

◮ ν > 0 — коэффициент дисконтирования

◮ ε ∈ (0, 1) — коэффициент эластичности по
производственным фондам

◮ J [u] — дисконтированное удельное потребление
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Подходы к решению задачи

Задача может быть решена с помощью

1. специального интегрального представления функционала

2. принципа максимума Понтрягина с привлечением теоремы
о достаточных условиях оптимальности

3. метода динамического программирования Беллмана



Первый подход к решению:
Специальное интегральное представление

функционала



Вилка для допустимых траекторий
Лемма 1. Для любой допустимой траектории x(t) в задаче (1)
выполняется двойное неравенство

x−(t) 6 x(t) 6 x+(t), t > 0, (2)

где нижняя граница x−(t) вилки (27), получаемая при

управлении u(t) ≡ 0, определяется формулой

x−(t) = x0e
−µt,

а верхняя граница x+(t) вилки (27), получаемая при управлении

u(t) ≡ 1, определяется формулой

x+(t) =
[

(

x1−ε0 − 1/µ
)

e−µ(1−ε)t + 1/µ
]1/(1−ε)

.

Множеством достижимости X(T ) в момент времени T > 0
является отрезок, концами которого служат границы

вилки (27) в момент времени T :

X(T ) = [x−(T ), x+(T )].



Специальное интегральное представление

функционала

Лемма 2 (основная лемма). Критерий J в задаче (1)
допускает представление

J [x(·)] = x0 +

+∞
∫

0

e−νtW (x(t)) dt,

где функция W (x) определяется равенством

W (x) = xε − (µ+ ν)x, x > 0.



Свойства функции W (x)
Лемма 3. Функция W (x) обладает следующими свойствами:

W (0) = 0, W (σ) = 0, W (+∞) = −∞; W (x) > 0, x ∈ (0, σ); W (x) < 0,
x ∈ (σ,+∞); W ′(x) > 0, x ∈ (0, x∗); W

′(x∗) = 0; W ′(x) < 0,
x ∈ (x∗,+∞), где x∗ = (ε/(µ+ ν))1/(1−ε) — единственный

максимизатор функции W (·) : x∗ = argmax
06ξ<+∞

W (ξ) = argmax
0<ξ<σ

W (ξ) .

W (x)

xx∗0

Рис. 1. График функции W (x)



Основной результат для задачи

Теорема 1. Оптимальная траектория xopt(t) в задаче (1)
имеет вид

xopt(t) = argmax
ξ∈X(t)

W (ξ), t > 0. (3)

Оптимальное управление uopt(t) в задаче (1) определяется

равенством

uopt(t) = (ẋopt(t) + µxopt(t))/x
ε
opt(t)

в точках дифференцируемости траектории (3) и

удовлетворяет в этих точках включению uopt(t) ∈ [0, 1].



Классификация типов оптимальных решений

1. “малые” начальные значения 0 < x0 < x∗:

xopt(t) =

{

x+(t), 0 6 t < τ1,

x∗, τ1 6 t < +∞,
uopt(t) =

{

1, 0 6 t < τ1,

µx1−ε
∗

, τ1 6 t < +∞,

где точка переключения τ1 определяется равенством

τ1 =
1

µ(1 − ε)
ln

1/µ− x1−ε
0

1/µ− x1−ε
∗

> 0.

2. особое начальное значение x0 = x∗:

xopt(t) ≡ x∗, uopt(t) ≡ µx1−ε
∗

.

3. “большие” начальные значения x0 > x∗:

xopt(t) =

{

x−(t), 0 6 t < τ3,

x∗, τ3 6 t < +∞,
uopt(t) =

{

0, 0 6 t < τ3,

µx1−ε
∗

, τ3 6 t < +∞,

где точка переключения τ3 определяется равенством

τ3 =
1

µ
ln
x0
x∗

> 0.
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Примеры

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)

Рис. 2. Оптимальная
траектория при
ε = 1/4

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)

Рис. 3. Оптимальная
траектория при
ε = 1/4

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)

Рис. 4. Оптимальная
траектория при
ε = 3/4



Второй подход к решению:
Принцип максимума Понтрягина и теорема о

достаточных условиях оптимальности



Основные конструкции ПМП

Составим функцию Гамильтона–Понтрягина

K(t, x, ψ, u) = e−νt(1− u)xε + ψ(uxε − µx),

сопряжённое уравнение

ψ̇ = −K ′

x = −ε((1 − u)e−νt + ψu)xε−1 + µψ

и функцию переключения

π(t, ψ) ≡ K ′

ux
−ε = −e−νt + ψ.



Вычисление возможного особого режима

Тождества π ≡ 0 и π̇ ≡ 0 влекут x ≡

(

ε

µ+ ν

)
1

1−ε

. Таким

образом, вдоль возможного особого режима траектория
сохраняет постоянное значение

x ≡ xsng, (4)

где xsng =

(

ε

µ+ ν

)
1

1−ε

= x∗, причём параметр x∗ есть

максимизатор функции W (x) (см. лемму 3).
Дифференцирование соотношения (4) по времени даёт ẋ = 0,
откуда в силу основного уравнения определяется особое
управление

u = usng, usng = µx1−ε
∗

=
µε

µ+ ν
∈ (0, 1).



Максимизатор и краевая задача принципа максимума

Максимизатор функции Гамильтона–Понтрягина:

u∗(t, ψ) =











1, π(t, ψ) > 0

usng, π(t, ψ) = 0,

0, π(t, ψ) < 0.

Краевая задача принципа максимума принимает вид:

{

ẋ = u∗x
ε − µx, x(0) = x0,

ψ̇ = −εu∗πx
ε−1 − εe−νtxε−1 + µψ, ψ(+∞) = 0.

Предположим, что найдено решение краевой задачи ПМП.



Обоснование оптимальности экстремального решения

◮ Рассматривается любой допустимый процесс

(x̂(t), û(t)), 0 6 t < +∞,

◮ Вводится приращение функционала

∆J = J [û(·)]− J [u(·)]

◮ Справедливо интегральное представление приращения
функционала

∆J =

+∞
∫

0

{

K(t, x̂(t), ψ(t), û(t))−K(t, x(t), ψ(t), u(t))−

−
(

M ′

x(t, x(t), ψ(t)),∆x(t)
)

}

dt.

◮ ∆J 6 0 в силу вогнутости функции Кобба–Дугласа F (x) = xε.



Третий подход к решению:
Метод динамического программирования

Беллмана



Семейство задач (Pτ,y)

Введём семейство задач (Pτ,y)



















ẋ = uxε − µx, x(τ) = y,

Jτ,y[u] =

+∞
∫

τ

e−νt(1− u)xε dt → max
u(·)

.



Функция Беллмана для семейства задач (Pτ,y)

Введём функцию Беллмана для семейства задач (Pτ,y)

V (τ, y) = max
u(·)

Jτ,y[u(·)].

Справедливо следующее соотношение в силу принципа
оптимальности:

V (τ, y) = e−ντv(y).

где v(y) = V (0, y).



Дифференциальное уравнение Беллмана

Утверждение. Функция V (t, x) = e−νtv(x) является гладким

решением дифференциального уравнения Беллмана

V ′

t (t, x) + max
u∈[0,1]

{

e−νt(1− u)xε + V ′

x(t, x)(ux
ε − µx)

}

= 0

с краевым условием V (+∞, x) = 0.



Решение дифференциального уравнения Беллмана

Уравнение Беллмана можно переписать в виде

max
u∈[0,1]

{

(u[v′(x)− 1]xε + [xε − µxv′(x)]
}

= νv(x). (5)

В случае v′(x) > 1 уравнение (5) принимает вид

v′(x) =
νv(x)

xε − µx
. (6)

В случае v′(x) ∈ (0, 1) уравнение (5) принимает вид

v′(x) =
xε − νv(x)

µx
. (7)



Решение дифференциального уравнения Беллмана

Проинтегрировав уравнения (6), (7) и используя условия
непрерывности функций v(x) и v′(x), получим решение
дифференциального уравнения Беллмана:

v(x) =



















A
(

1−µx1−ε

1−µx1−ε
sng

)

−
ν

µ(1−ε)
, 0 < x < xsng,

A, x = xsng,

xε

ν+µε +
(

x
xsng

)

−
ν

µ
[

A−
xεsng
ν+µε

]

, xsng < x < +∞,

где A =
(1− usng)x

ε
sng

ν
> 0.

Замечание: функция v′′(x) непрерывна при x > 0.



Решение задачи оптимального управления (1)

Найдём u из условия максимума

K(t, x, ψ, u)
∣

∣

ψ=V ′

x(t,x)
= e−νt(1−u)xε+e−νtv′(x)(uxε−µx) ⇒ max

u∈[0,1]
.

Получим оптимальный синтез

u∗(x) =











1, v′(x) > 1,

usng, v′(x) = 1,

0, v′(x) ∈ (0, 1).



График функции Беллмана

График функции v(x0), когда параметры задачи выбраны
следующими: ε = 1

2 , µ = ν = 0.1 — представлен на рисунке 5.

Рис. 5. График функции v(x0)
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2. Кусочно-гладкая эластичность производства
2.1 Вилка для допустимых траекторий

◮ ε(t) — кусочно-гладкая на луче t > 0

◮ Любая допустимая траектория x(t) в задаче (1) допускает
двустороннюю оценку

x−(t) 6 x(t) 6 x+(t), t > 0

где x−(t), x+(t) — решения задачи Коши задачи (1) при
u(t) ≡ 0, u(t) ≡ 1

◮ Множество достижимости в момент времени T имеет вид:

X(T ) = [x−(T ), x+(T )]
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2 Кусочно-гладкая эластичность производства
2.2 Специальное интегральное представление функционала

◮ Функционал J в задаче (1) представим в виде

J [x(·)] = x0 +

+∞
∫

0

e−νtW (t, x(t)) dt,

где функция W (t, ·), t > 0, имеет вид

W (t, x) = xε(t) − (µ + ν)x, x > 0

◮ Функция W (t, x) для каждого t > 0 имеет единственный
максимизатор x∗(t) на луче x > 0, определяемый формулой

x∗(t) =

(

ε(t)

µ+ ν

)
1

1−ε(t)
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2. Кусочно-гладкая эластичность производства
2.3 Основная теорема

Обозначим τ = min{t > 0 : x∗(t) ∈ X(t)}.
Теорема 1′. Оптимальная траектория xopt(t) в задаче (1)
определяется равенством (t > 0):

xopt(t) = argmax
x∈X(t)

W (t, x) =











x+(t), x∗(t) > x+(t),

x∗(t), x∗(t) ∈ [x−(t), x+(t)],

x−(t), x∗(t) < x−(t);

(8)

и оптимальное управление uopt(t) в задаче (1) имеет вид

uopt(t) =
ẋopt(t) + µxopt(t)

x
ε(t)
opt (t)

=











1, x∗(t) > x+(t),

u∗(t), x∗ ∈ [x−(t), x+(t)],

0, x∗(t) < x−(t);

в точках дифференцируемости траектории (8) при условии, что для

любого t > τ выполнено включение uopt(t) ∈ [0, 1].

Здесь u∗(t) =
µε(t)

µ+ ν
+ ε̇(t)

(

1
ε(t)(1−ε(t)) +

ln ε(t)
µ+ν

(1−ε(t))2

)

.



2. Кусочно-гладкая эластичность производства
2.4 Пример подходящей функции ε(t)

ε(t) =
1

2
+

1

4
e−0.05t, x0 = 10, µ = 0.2, ν = 0.1,

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)

x∗(t)

τ

u∗(t)

u(t)

t
τ



2. Кусочно-гладкая эластичность производства
2.4 Пример подходящей функции ε(t)

ε(t) =
1

8
+

1

16
sin 0.25t, x0 = 2, µ = 0.2, ν = 0.1,

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)x∗(t)

τ

u∗(t)

u(t)

t
τ



2. Кусочно-гладкая эластичность производства
2.4 Пример неподходящей функции ε(t)

ε(t) =
1

8
+

1

16
sin 0.5t, x0 = 2, µ = 0.2, ν = 0.1,

x(t)

t

x+(t)

x−(t)

x∗(t)

τ

u∗(t)
u(t)

t
τ



3. Кусочно-постоянная эластичность производства
3.1 Вилка и специальное интегральное представление функционала

◮ ε(t) =

{

ε1, 0 6 t < θ,

ε2, θ 6 t < +∞;
, ε1 6= ε2, εi ∈ (0, 1), i = 1, 2

◮ Справедлива вилка для допустимых траекторий

x−(t) 6 x(t) 6 x+(t), t > 0

◮ Справедливо специальное интегральное представление
функционала

J [x(·)] = x0 +

+∞
∫

0

e−νtW (t, x(t)) dt,

◮ Максимизатор функции W (t, x) принимает вид

x∗(t) =

(

ε(t)

µ+ ν

)
1

1−ε(t)

=

{

xε1 , 0 6 t < θ,

xε2 , θ 6 t < +∞
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3. Кусочно-постоянная эластичность производства
3.2 Метод поиска оптимального решения

◮ Разбиение задачи (1) на две подзадачи на промежутках
времени [0, θ] и [θ,+∞) с условием x(θ) = xθ

◮ Построение оптимальных решений каждой из подзадач

◮ Нахождение решения задачи (1) путём максимизации
значения функционала на объединённой траектории по
всем xθ ∈ X(θ)

◮ Обоснование оптимальности построенного решения
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Кусочно-постоянная эластичность производства
3.3 Пример оптимальной траектории

ε1 =
3

5
, ε2 =

2

5
, θ = 15, x0 = 3, µ = 0.2, ν = 0.1

xopt(t)

x(t)

t

x+(t)

x−(t)x∗(t)

θ

x∗θ



Спасибо за внимание!
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